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I. Einleitung

Es sei v der Geschwindigkeitsvektor, E=rot 7 der Wirbel-
vektor, grad W =P W der Gradient der Wirkungsfunktion
t

W =/ Ldt (= Hamwroxsche Prinzipalfunktion) mit der
[}

LacrancE-Funktion L = Ey, — E,; (pro Masseneinheit) und ¢
das spezifische Volumen einer sich in einem Potentialfeld @
bewegenden kompressiblen Flissigkeit, fiir welche eine fiir alle
Partikel geltende Piezotropie-Relation o= o (p) (0 = 1/o =
Dichte, p = Druck) existieren mdge. Wir beweisen nachstehend,
dafBl der folgende Erhaltungs-Satz gilt:

\ d( 7 Y
(1) cHos- (0 —TW)}=0],

AN

WOrin
d 0 -
TR TR
den Euvrerschen Operator bedeutet.
In seiner integraler® Form:

(2) GE(T — VW) =6 (Eube +£,5, +E,8)

bringt dieser Erhaltungs-Satz zum Ausdruck, dafl das skalare
Produkt GE-(EE — VW) liangs jeder Trajektorie (Bahnlinie) einen
konstanten Wert besitzt, ndmlich den Wert

(3) (0F D)o = 6 (Eaby - £, 5, + £,55)

des skalaren Produkts ¢& -7 zur Anfangszeit t =0 im Anfangs-
punkt

(4) Limo =0a, Yimo=0b, z_g=¢
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der betreffenden Trajektorie (z, y, z = orthogonale kartesische
Koordinaten; a, b, c = Lacraxceesche Numerierungskoordinaten
der betreffenden Partikel), denn zur Zeit 1 =0 ist W =0 im
ganzen Stromungsfeld und damit auch (V W), = 0.

II. Beweis des Erhaltungs-Satzes
a) Inertialsysteme

Ausgehend von den Lacrangeschen hydrodynamischen Glei-
chungen in der fir Inertialsysteme geltenden Form:

0%z dz | 9%y dy | 0%z 9z 9 dyp
e — L 2 e e -+ | =
ded da © 82 da + 8% da da (CD ‘ f 0 \ ’
, . 0%z dx 2y 0 9%z dz 0 {dp
() e ot ke T @] P
d0*x dzx 0%y dy | 0%z Oz d dp
il A A A I S £
0.2 de ' 32 dc ' 0t2 dc de (@ +f 0 ) ’

bilden wir deren erste Integrale (WrBErRsche Transformation
[Lit. (1—5H)]):

dz dxz , dy dy , 0z dz o ow
R R T TR T T TR
dx dxz Oy dy dz dz o aw
(6) Tt s T v

afcﬁx_}_ayﬁy,_(?_z_ﬁz_o aw
3. e 3t dc 9 de BT ge

worin v,, by, v, die Geschwindigkeitskomponenten fiir =0
bedeuten und
t
- 17 [ 1 5 - J‘dp }
(7) " ,qul_,z_o (cD + ?)f dt

die Hawmrrox sche Prinzipalfunktion (Wirkungsintegral) mit

(8) Eiin = 5 0° = 5 (D)2
R
(9) Eput Q) &./ o
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darstellt. Die Integration iiber die Zeit ¢ in (7) ist eine ,,indi-
viduelle” langs der Trajektorie; jedem einfachen Punkt der
Trajektorie ist eindeutig ein bestimmter Zeitwert zugeordnet.

Die Auflosung der WeBerschen Gleichungen (6) nach

) O ) M@_y o _dz
=5 BT BT
‘ e . da b | L
durch Multiplikation mit T2 g0 - USW. und Addition, alsc

der Ubergang zu den Evrerschen unabhingigen Variablen
(. Y, %, t) ergibt:
5 da | o db + o de¢ aW

P T Ve gL TG T e T G
10 b sdn @b e e aW
(10) Uu*-Uw’a’; vy T Uay T Gy
o da o 0b . o de : oW
Uz:Dw-é_z_+Uya~ "_Uz—a—z'—[—‘a“;;—)
oder vektoriell:
(11) U — VW =0,Va -+ v0,Vb 4-0,Vc.

Aus dieser Darstellung folgt durch Ausitbung der rot-Opera-
tion:

(12) POt T =& =P v, XVa + Vb, X b+ Vo, X Ve
(mit X als Symbol der Vektor-Multiplikation), welcher Aus-
druck durch die Substitution von

Vs — a”wv +‘“me + ey,

[¢]

_*GLUV +aU”Vb+a“’17

Vljz _Nav, ra 4+ & aa,, A 87z
in ‘

(14) E=E, Vb X Ve + E,VeX VatEVaX Vb
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mit
° 3y, 52‘
5“_3?”80
2 90, 99,
(15) £, = 0%
Aty 3%,
5"'“ da 3’

iibergeht. Es sei hierzu bemerkt, daBl die mittels (14) folgender-
malen darstellbaren skalaren Produkte

- o

EVa=EFaxVb Ve 5%"—»2

E.pb= §Va><|7b po—g, n b o

auf Grund der Funktionaldeterminanten-Relationen
éﬁ Oy, 2) . dla, b, ¢
dz 3 o) 0z, g, 2)°
da d(z z) d(a, b )
dy — a(b, o 3z, y, 2)
da _ d{z,y) d(a b, o
3z~ d(b, c) d(z, y.2)’
usw. mit den Cavcryschen Integralen [Lit. (6)]
EN%”ESN uarﬁzg

"7 (b, ¢ Y (b, c} “Fa(b. ¢ T

usw. der hydrodynamischen Wirbelgleichungen Lacraxgrscher
Form 1dentisch sind.
Skalare Multiplikation von (11) und (14) ergibt zunédchst:

o]

(16) 5 (0 —PI)= (&0, + £,0, L £8) Fax b Fe.
und mittels der Lagraxceschen Kontinuitédtsgleichung

4 ‘a(nbc)‘_g_”_
(17) X b Ve e

SYRSE

Do
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seht (16) dann in

(18) f(v—rﬂ)”a@j—+§ﬂ%€jg
iiber. womit die Gleichung (2) und damit auch die Gleichung (1)
pewiesen 1ist, da die rechte Seite von (18) nur Funktionen der
Lacraxceschen Numerterungskoordinaten (a, b, ¢) enthilt,
hingegen von der Zeit ¢t unabhéngig ist.

Im Spezialfall einer zweidimensionalen Strémung in einem
Inertialsystem, z. B. in der z, y-Ebene, sind

oW
—_— =10 fir

_—_é-y:O’ UZ:O und 9z

t = 0 und somit beide Seiten der Gleichung (2) gleich Null.
(Hinsichtlich der Sonderstellung zweidimensionaler Stromungen
vel. z. B. auch A. SommerreLD [Lit. (7)]).

b) Rotierende Koordinatensysieme

Es sei jetzt
(19) ; :{.’L'(CL, b7 c, t)7 y ((1, b7 C, t)? Z(Cl, b7 c, l)}

‘der Positionsvektor der Partikel a, b, ¢ zur Zeit ¢ in einem
rotierenden kartesischen Koordinatensystem (Rechtssystem),

dessen Rotation dufch den konstanten Drehvektor o (|@|= w)
gekennzeichnet sel. Bezeichnen wir mit

(20) =2 LB X T
die absolute Geschwindigkeit, mit
(21) §—rotv——rot< >+ 2w

den absoluten Wirbel, so gilt der Erhaltungs-Satz in der gleichen
Form:

(22) 0E (5 — VW) = 6(EuBa+ £, B, + &3,
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4
mit der folgenden Darstellung der in W ;-:det auftretenden
. y
Lacraxce-Funktion [Lit. (8)]:

A

worin mit D, =| D| cos (@, 5)

(24) wD, =& »<7 % %;)

die mit o multiplizierte Projektion D, des auf das rotierende

System bezogenen Drehimpulses(proMasseneinheit) D=7Fx %

der Partikel bedeutet und =0 1 (@ X 7)? das Zentrifugal-

potential — (@ X F)* enthilt. (& = Schwerepotential, @ =

Newronsches Attraktionspotential).

Der Beweis der Gleichung (22) kann folgendermafien gefiihrt
werden:

Die auf das rotierende System bezogenen Lacrancmschen
hydrodynamischen Bewegungsgleichungen

T 20X G = =l [72),
05 (555 e e b [4),
SE e T (b [
gest-atteﬁ wegen
26  ox 20T 2[5 07 F)ax T
A ) e



Ein neuer Erhaltungs-Satz der Hydrodynamik 9

(und entsprechenden Gleichungen mit den Variablen &, ¢) die

Darstellung:
25w i) S - G = o n 6+ 22,

@0 g\ 5+ 7] 5 s+ 5 o (e D@+ [2)]
o) o 2o 2 up (64 i)

der Lacravee-Funktion (23) zu einer Reduktion auf die fiir ein
[nertialsystem geltenden Lacraxerschen Gleichungen () in der

Form
2(5.20) 2
3\’ 34 72 ‘
a<* 7 oL
(29) 5 -5
9 (3.97) oL
d¢ 8¢/ dc’
fithrt.
Hieraus folgen die ersten Integrale:
[~ 07 o | 0w
b ga =0T Gao
i — a? o} aW
(30) D'-—b‘:U‘u“l‘—a—b,
- 07 o oW
L P P

in Ubereinstimmung mit (6), und der weitere Gang der Rechnung
verlauft wie oben (Abschnitt ITa). Die Identitdt der beiden
Darstellungen (7) und (23) der Lacraxce-Funktion erkennt
man mittels der quadrierten Gleichung (20):

1 a7 o7

2
B S =t@r= (5 va.(Fx )+ L@ x Ty
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womit der von den Lacraneeschen hydrodynamischen Glei-
chungen (25) ausgehende Beweis abgeschlossen ist.

Es ist natiirlich auch moglich, den neuen Erhaltungs-Satz
ausgehend von den Evrerschen hydrodynamischen Gleichun-
gen zu beweisen, wobei man am zweckmé&Bigsten von einer sehr
allgemeinen Formulierung der hydrodynamischen Wirbelsatze
[ErTEL, Lit. (9)] Gebrauch macht; wir gehen hierauf an anderer
Stelle [Lit. (10)] ndher ein.

1I1. Vereinfachung fiir inkompressible Fliissigkeiten
Fir inkompressible Flissigkeiten (0 =¢) nimmt der Er-
haltungs-Satz die einfachere Form
(31) g<6 - VW>:<§w8x+§u5y + gzljz)
an, wobei im Integranden von W, d. h. in der Lacraxce-Funk-

: : : d o
tion L, noch die Vereinfachung f?p :% eintritt.
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